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Rasclanjivanje problema

Rastavljanje problema na manje dijelove je jedan od vrlo djelotvornih nacina za pripremu pro-
grama. Ako neki sloZzeniji problem rjesavamo kao cjelinu, moramo se brinuti © mnogo medu-
sobno isprepletenih detalja. Kada ga rastavimo na manje dijelove, svakom se dijelu mozemo
posvetiti mnogo detaljnije i bolje pripremiti njegovo rjesenje.

Dosad smo vec naucili da dijelove riesenja pripremamo u obliku funkcija koje cemo u glavnoj
funkciji ili glavnom dijelu programa na odgovarajuci nacin povezati kako bismo rijesili neki slo-

Zeniji problem.,

U ovom ¢emo poglavlju nauciti kako se zbirka funkcija potrebna za riesavanje nekog problema
pohranjuje u obliku tzv. modula. Funkcije iz takvog modula mozemo nakon toga rabiti za rjesa-
vanje drugih problema. Za tu smo svrhu odabrali algoritme s prirodnim brojevima tj. algoritme
koji se bave prostim i slozenim brojevima, rastavljanjem brojeva na proste faktore te odrediva-
njem najveceg zajednickog djelitelja i najmanjeg zajednickog visekratnika dvaju brojeva.

Najprije cemo opisati najstariji poznati postupak odredivanja prostih brojeva poznat kao Erato-
stenovo sito. U imenu se pojavljuje naziv sito jer na neki nacin tim postupkom kao da prosija-
vamo slozene brojeve. Taj postupak nije optimalan za pronalazenje velikih prostih broja, ali nas
lijepo uvodi u nas problem.




Eratostenovo sito

Eratosten je bio gréki matematicar koji je Zivio u 3. stoljecu te je osmislio postupak kojim se
iz niza brojeva postupno izbacuju slozeni brojevi. Oni "propadaju” kroz otvore na situ u kojem
na kraju ostaju samo prosti brojevi. Prvo redom zapisemo prirodne brojeve pocevsi s brojem
2 pa do broja do kojega zelimo "prosijati" slozene brojeve. Sam postupak izbacivanja slozenih
brojeva zapocinjemo brojem 2 i iz popisa izbacujemo sve njegove visekratnike. Nadalje izbacu-
jemao visekratnike broja 3 i tako redom dok ne dodemo do posljednjeg broja. Ocito ce na kraju
U popisu preostati samo oni brojevi koji nisu bili djeljivi niti jednim brojem, odnosno u popisu
ce ostati samo prosti brojevi.

Ilustrirajmo postupak na primjeru prirodnih brojeva od 2 do 30:
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Prvo cemo izbaciti sve visekratnike broja 2 (oznaceni su crvenom bojom):
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Preostali su brojevi:
9 11|13 15 /17|19 21 23|25 27 29

U ovako dobivenom nizu izbacit ¢emo sve visekratnike sljedeceg broja (3
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te ¢e niz imati ablik:
21351 7111]13|17|19|23]|25|29

Nadalje izbacujemo visekratnike broja 5. Visekratnici broja 5, osim njega samoga bili bi brojevi:
10, 15, 20, 25 i 30. Primijetimo da su brojevi 10, 15, 20 i 30 vec izbaceni, dakle, prvi visekrat-
nik broja 5 koji Ce biti izbacen bit ¢e broj 25. Primijetimo da se radi o umnosku tog broja sa
samim sobom. Vratimo li se na izbacivanje visekratnika broja 3, uocit ¢emo da je prvi izbaceni
visekratnik broja 3 bio upravo broj 9, dakle opet umnozak tog broja sa samim sobom. Nakon
izbacivanja visekratnika broja 5 u nizu ce ostati sljedeci brojevi:

21 3| 5] 7 (111131719 |23]29

Sljedeci broj ¢ije visekratnike trebamo izbacivati je broj 7, kao Sto smo vec ustanovili za manje
brojeve, prvi broj koji bismo trebali izbaciti bio bi broj 49 (umnozak broja 7 sa samim sobom).
Kako se broj 49 vise ne nalazi u nizu (veci je od broja 30) mozemo zakljuciti da postupak mo-
Zemo zavrsiti,




Opisani postupak je naizgled jednostavan, no moze biti dugotrajan imamao li puno brojeva. Sto-
ga ¢emo u nastavku napisati program koji ¢e to naciniti umjesto nas.

Pretpostavimo da zelimo dobiti popis svih prostih brojeva do nekog zadanog broja n (u gornjem
primjeru n je bio 30). Prvo cemo sve prirodne brojeve od 2 do zadanog broja n pohraniti u listu

= 30
popis = []
iin range (2, n + 1):
popis.append (i)

popis
S Ry B ; 25; 16, 17, 18, 19; 20, 21, 23, 23,
25, 2b6; 27,

popis = list(range(2, n + 1))
popis

3; 4; 5; S
25, 26, : 30]
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Nakon sto smo kreirali listu prirodnih brojeva od 2 do n, preostaje nam izbaciti redom vise-
kratnike prostih brojeva pocevsi od najmanjeg. To mozemo naciniti tako da za svaki broj izra-
cunavamo njegove visekratnike te ako se on nalazi u listi popis, izbacimo ga. Prvo izbacimo
visekratnike broja 2:
range(2, n f/ 2 + 1}):
£E=2 %5
t in popis:
popis.remove (t)

>>> popls

[2: 3 5. T 85-11; 13, 1%:1%: 19; 23; 23..2%,. 27, 29)
Nakon izbacivanja visekratnika broja 2 izbacimo redom visekratnike broja 3 (#1), zatim broja
5 (#2).

5| range(3, n f// 3 +1):
E=3 * 5

E popis:
pPopis.remove (t)

>>> popis
e 3 B T35 13, 170 18 2300 25,

>>»> for j in range(5, n f/ 5 +1):
t=5* 5
- Popis:
popis.remove (t)

>>> popis

2, % 5. 7..14%, 13, 17 18, 23, 29)
Vidimo da smo za zadani broj 30 na ovaj nacin dobili listu prostih brojeva. Sljedeci prosti broj u
listi je 7, a njegov prvi visekratnik koji bi se mogao nalaziti u listi je 49 i vedi je od naseqg zada-
nog broja, pa postupak mozemo zavrsiti,




Primjer:

Napisimo program koji ¢e vracati popis prostih brojeva manjih od upisanog broja n.

#lspitivanije Eratostenova sita - program 7 1.py

eratosten(n) :
popis = [1 £ 1 range({Z, n + 1)]
k=0
popig[k] ** 2 <= n:
=] range(2, n // popis[k] + 1):
t = popis[k] * j
t poplis:
popis.remove (t)
k += 1
popis

main() :
n = int(input('Upisi brogj n = '))
print('Prosti brojevi manji ili jednaki {} su:'.format(n))
prosti = eratosten(n)
P prosti:
print(p, end=' ')

Naredbom (#3) kreirali smo pocetnu listu, Varijabla k je u naredbi (#4) postavljena tako da
pokazuje na prvi element te pocetne liste. U petlji koja pocinje naredbom (#5) povecavat cemo
njezinu vrijednost tako da pokazuje na sljededi element te liste, tj. na sljededi prosti broj cije
visekratnike treba izbaciti. Uvjet u naredbi (#5) pokazuje da to €inimo tako dugo dok umnozak
sljedeceg broja samog sa sobom, tj. kvadrat tog broja, ne prelazi zadani broj n.




Funkcija ¢e nakon zadnjeg izbacivanja naredbom (#6) vratiti listu popis u kojoj su preostali
samo prosti brojevi. U funkciji main () nakon poziva funkcije eratosten() u varijablu pro
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(#7) pohranit e se lista prostih brojeva. Proste brojeve cemo ispisati s pomocu petlje (#8).

Nakon pokretanja ovog programa i unosenja, primjerice broja 30, na zaslonu ce biti ispisano:

-
Upigi broj n = 30

Prosti brojevi manjli ili jednaki 30 su:
2 3 5 71113 17 18 23 29

odnosno nakon ponovnog pokretanja i upisivanja broja 100, na zaslonu ce biti ispisano:

-
Upisi broj n = 100

Prosti brojevi manji 1li jednaki 100 su:
2 3571113 17 19 2329 31 37 41 43 47 53 589 61 67 71 73 78 83 8 97




Priprema funkcija u prozoru interaktivnog sucelja i u
prozoru editora

Tijekom izucavanja uporabe programskog jezika Python uvijerili smo se da je vrlo prakticno
neka pocetna ispitivanja djelovanja programskih odsje¢aka obaviti u interaktivhom sucelju.
Nekoliko uzastopnih naredbi koje riesavaju neki jednostavni problem mozZemo napisati u inte-
raktivnom sucelju i odmah vidjeti njihovo djelovanje.

Medutim, veliki je nedostatak priprema funkcija u interaktivhom sucelju to sto ce cijeli napisani
tekst biti izgubljen nakon sto zatvorimo prozor interaktivnog sucelja.

Zbog toga je korisno funkcije prirediti u prozoru editora. Nakon sto smo funkciju napisali, moze-
mo je pospremiti u datoteku recimo pod imenom radna datoteka.py U nasu radnu mapu moj
py | zatim ju izvesti standardnim postupkom naredbom Run Modul ili pritiskom na funkcijsku

tipku (F5). Vidimo da se nece nista dogoditi osim Sto ce se u interaktivhom sucelju pojaviti ispis:

Medutim, u interaktivnom sucelju ce se nakon toga moci pozivati funkcija koju smo zapisali u tu
datoteku tako da ju mozemo normalno pozivati u interaktivnom sucelju.,

Prilikom kopiranja teksta funkcije iz interaktivnog sucelja u Pythonov editor, moramo paziti na
pravilne uvlake. Moze se dogoditi da je zaglavlje funkcije dobro pozicionirano (od prvog stupca)
no da ostale naredbe nisu pravilno pozicionirane (uvucene). To mozemo popraviti tako da ozna-
¢imo naredbe na koje zelimo primijeniti oblikovanje te nakon toga odaberemo naredbu Dedent

Region u padajucem izborniku Format.




Napredni postupak pronalazenja prostih brojeva

Znamo da je prosti broje djeljiv samo s brojem 1 i sa samim
sobom. Dakle, broj je prost ako ima samo dva djelitelja.

Na tim spoznajama oblikovat ¢emo postupak za pronalazenje
prostih brojeva

Napisimo funkciju koja ce vracati listu svih djelitelja zadanog broja n.

djelitelji(n):
djel = []
d range({l, n + 1):
n%$d==20:
djel.append (d)
dijel
Funkcija dielitelii () vratit e listu svih djelitelja broja n. Takva lista nastat ce tako da u pra-

znu listu djel I:IDSt-LJ[:IF‘ICI dodajemo djelitelje metodom append (). Funkciju mozemo napisati i u
kracem obliku:

djelitelji 2(n):
[d r d ranga(l, n + 1) fn%d== (]

>>> djelitelji 2(16)
[1, 2, 4, 8, 16]

>>> djelitelji_2(17)
[1, 17]




Umjesto u interaktivnom sucelju funkcije mozemo zapisati i u editoru. Funkcija ce u editoru
izgledati ovako:

dijelitelji(n):
djel = []
d range(l, n + 1):
n % :
djel.append (d)
djel

odnosno funkcija dielitelyi 2() Ce izgledati ovako:
djelitelji 2(n):
[d d ranga(l, n + 1)

Nakon pohranjivanja tih funkcija u datoteku radna datoteka.py modi éemo ih pozivati nakon
£to datoteku pokrenemo i u interaktivnom se sucelju pojavi ispis:

Pogledajmo nekoliko poziva nasih funkcija:

>>> djelitel’ji(68)
[1, 2, 4, 17, 34, 68]
>>> djelitelji 2 (94)
[1, 2, 47, 94]




7.3.

imjer

Pr

n

range (2,

print('Dj

Djelitela
Djelitelji
Dijelitelji
Djelitelji
Djelitelji
Djelitaelji
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{}:'.format(n, djelitelji 2(n)))




Ovdje jos jednom mozemeo primijetiti da prosti brojevi (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17i 19, 23, 29) imaju
samo dva djelitelja (broj 1 i samog sebe) dok slozeni brojevi imaju vise od dvaju djelitelja. Broj
¢e dakle biti prost ako funkcija dielitelii(), odnosno djelitelqi 2() vrati listu koja ima
samo dva elementa.

Napisimo funkciju koja ¢e provjeravati je Ii broj prost tako da prebroji djelitelje broja.

e prost 1(n):
lan{djelitelji(n)) == 2

Ta ce funkcija vracati vrijednost T-ue ako je broj prost i vrijednost False za sloZene
brojeve.

Funkciju bi mogli prirediti i na drugi hacin

[z ispisa u primjeru 7.3. uvjerili smo se da je broj prost ako ima samo dva djelitelja: broj 1 i sam
taj broj. Broj je slozen ako ima i drugih djelitelja osim 1 i samoga sebe. U tablici vidimo da su
najmanji djelitelji vecine brojeva do 30 brojevi 2 ili 3, odnosno da je 5 najmanji djelitelj jedino
broja 25. Uocimo da je 25 = 52

Izvedemo li funkciju prost 1() za vece bl‘ﬂ]E‘-."E‘ n, uvjerit cemo se da ¢e najmanji djelitelji svih
brojeva manjih od 49 bltl 2 3 ili 5, te da ¢e za broj 49 to biti broj 7 i to zbog toga sto je 49 =
7¢. Dakle, najmanji djelitelj broja 49 je 7.

Prema tome, moZemo zakljuditi da trazenje djelitelja d broja n ima smisla obavljati tako dugo
dok je d*=*2




Napisimo funkciju koja ¢e provjeravati je Ii broj prost na nacin da se funkcija prekine ¢im
naide na prvi djelitelj zadanog broja.

prost(n) :

d =2
d ** 2 <=
- n % d ==

U petlji (#1) povecavamo broj d redom pocevsi od 2 sve dok je zadovoljen uvjet petlje kojim
ispitujemo je li d**2 <= n. Cim smo naisli na prvi djelitelj broja n naredbom (#2), napustit cemo

funkciju i broj n proglasiti slozenim. Ako se u rasponu brojeva od 2 do ispunjenja uvijeta petlje
nije pronasao ni jedan djelitelj, funkcija ¢e naredbom (#3) vratiti vrijednost True, tj. proglasiti
broj n prostim.

Jasno nam je da je ovako pripremljena funkcija mnogo djelotvornija od nase prvotne funkcije
koja najprije odreduje sve djelitelje nekog broja i tek nakon toga provjerava postoje li samo
dva takva djelitelja.

Razlika u brzini izvodenja ovih dviju funkcija za ispitivanje broja nije zamjetljiva za male bro-
jeve kojima se mi uobicajeno bavimo, ali je to za neke primjene u kojima treba ispitati velike
brojeve jako vazno. Razliku u brzini izvodenja mozemo ustanoviti sljedecim eksperimentom u
interaktivnom sucelju.




Pozovemo li funkciju prost

>>> prost 1(123456789)
False

odgovor da je zadani broj sloZzen ispisat ce se nakon jedne do dvije minute (ovisno o brzini ra-
cunala na kojem radimo), dok ce se pozivom funkcije prost ()

>>> prost(123456789)
False

odgovor ispisati prakticki trenutacno. Zakljucujemo da je preporucljivo rabiti ovaj drugi oblik
funkcije.

Sada smo u mogucnosti napisati i drukciju funkciju za ispis liste prostih brojeva koja moze za-
mijeniti funkciju eratasten (). Ona moze izgledati ovako:

prosti brojevi(n):
[1i f i in range(2, n + 1) prost(i) ]

Izvedimo funkciju za n = 50:

e 2 prnsti_hrnjevi{ﬁﬂ}
12 3; 5; 7, 13, 13, X7, 19,2329, 31 537 41 43;




Najveci prosti broj manji od nekog broja mozemo odrediti tako da iz liste generiranih prostih
brojeva odaberemo zadnji element. Znamo da se zadnji element neke liste moze dohvatiti in-

deksom -1 pa mozemo pisati:

>>> prosti brojevi (50) [-1]
47

>>> aratosten (50) [-1]
47
[spis broja pojavit e se u oba slucaja odmah nakon sto smo pritisnuli tipku (Unos).

Medutim, za velike brojeve tra]'anje izw}ﬁenja tih dviju funkcija bitno se razlikuje. Tako cemo
vrio brzo funkcijom prosti » dobiti najvedi prosti broj manji od 100 000. Pogledajmo:

>>> prosti brojevi (100000) [-1]
99991

No, ako upotrijebimo funkciju eratosten () na ispis cemo ¢ekati koju minutu:

»>>»>» aratosten (100000) [-1]
99991

[z ovog mozemo zakljuciti da za pronalazenije liste prostih brojeva treba odabrati funkciju pr
sti brojevil().




Primjer:

Napisimo program koji ce traZziti unosenje dvaju prirodnih brojeva m i n te nakon toga
ispisivati sve proste brojeve U intervalu od m do n.

#Pronalazenje prostih brojeva u zadanom intervalu - program 7 2.py

prost(n) :
d = 2
d ** 2 <=
n ¥ d==

d 4= 1

maini) :

m = inl:_',{l.nput.{ Upisi donju granicu:

n = int{input('Upisi gornju granicu

print ('Prosti brojevi u intervalu [{}, {}] su:'.format(m, n))
print([i L range(m, n + 1) prost(i)])

maini()

Pokretanjem programa i unosenjem vrijednosti 17 i 83 dobit cemo sljedecdi ispis:

Upisi donju granicu: 17

Upisi gorniju granicu: B3

Prosti brojevi u intervalu [17, B3] su:

[17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, E&7,




Uporaba modula

Python je programski jezik koji se lako prilagoduje razlicitim podrucjima primjene. Njegova je
velika prednost sto se on sastoji od osnovnog dijela koji je jednostavan | mnogo modula koji su
prilagodeni pojedinim primjenama.

Na taj je nacin olaksano savladavanje jezika. Svi koji zele rabiti Python u osnovnom obliku mo-
raju nauciti samo njegov osnovni dio i nakon toga upoznati samo one module koji ce im olaksati
pripremu programa za rjesavanje problema u njihovu podrucdju djelovanja.

Mi smo se dosad susreli s dva modula: turtl

Moduli se mogu pokretati na vise nacina:

- rt turtle
»>>»> turtle.£fd(100)
>>> turtle.lt(90)

turtle
£4(100)
1t (90)

U naredbi (#2) zvjezdica oznacava da se importiraju sve funkcije modula. Posebnost ovakvog

nacina importiranja je sto pri pozivu pojedinih funkcija ne moramo navoditi ime modula kao sto
smo to morali ciniti kada smo modul uvezli na nacin kao u naredbi (#1).

Nadalje, iz modula mozemo importirati i pojedinacne funkcije. Tako smo iz modula random im-
portirali funkciju za generiranje nasumicnih brojeva randint () na sljededi nacin:

=3 Fro random =lmh: randint
=>>»> randint(10, 20)
14




Promjena nacina pripreme programa -
program pripremljen kao modul

Rekli smo da svaki program pohranjen u svoju datoteku moze biti importiran. Prisjetimo se da
se svaka programska datoteka uobicajeno sastoji od definicija funkcija nakon kojih pocinjemo
pisati naredbe glavnog programa. Naredbe glavnog programa pocinjemo pisati poCevsi od pr-
vog stupca svakog retka. Naredbe glavnog programa izvode se redom od prve po redu pa do
zadnje.

Zbog preglednosti odlucili smo u nasim programima i naredbe glavnog programa pisati kao po-
sebnu funkciju koju smo nazvalimain (). U tom se slucaju nas "glavni program" sastoji od samo
od jedne jedine naredbe - poziva funkcije main (). U dosadasnjim smo se primjerima uglavnom
koristili takvim nacinom oblikovanja programa.

Kada se datoteka takvog programa importira, istovremeno ce se pokrenuti i izvesti i njezin glav-
ni program. To je nekada pozeljno, ali nekada nam moze i smetati. Zbog toga u Pythonu postoji
mogucnost drukcijeg oblikovanja programa Sto ¢e nam osigurati da se:

= glavni program izvodi ako je njegova datoteka pokrenuta za izvodenje (naredbom Run
Modul) ili

= glavni se program ne izvodi ako je njegova datoteka importirana, ali se sve njegove funk-
cije mogu pozivati i izvoditi.

Postavlja se pitanje kako to Python obavlja?




Promjena nacina pripreme programa -
program pripremljen kao modul

Rekli smo da svaki program pohranjen u svoju datoteku moze biti importiran. Prisjetimo se da
se svaka programska datoteka uobicajeno sastoji od definicija funkcija nakon kojih pocinjemo
pisati naredbe glavnog programa. Naredbe glavnog programa pocinjemo pisati poCevsi od pr-
vog stupca svakog retka. Naredbe glavnog programa izvode se redom od prve po redu pa do
zadnje.

Zbog preglednosti odlucili smo u nasim programima i naredbe glavnog programa pisati kao po-
sebnu funkciju koju smo nazvalimain (). U tom se slucaju nas "glavni program" sastoji od samo
od jedne jedine naredbe - poziva funkcije main (). U dosadasnjim smo se primjerima uglavnom
koristili takvim nacinom oblikovanja programa.

Kada se datoteka takvog programa importira, istovremeno ce se pokrenuti i izvesti i njezin glav-
ni program. To je nekada pozeljno, ali nekada nam moze i smetati. Zbog toga u Pythonu postoji
mogucnost drukcijeg oblikovanja programa Sto ¢e nam osigurati da se:

= glavni program izvodi ako je njegova datoteka pokrenuta za izvodenje (naredbom Run
Modul) ili

= glavni se program ne izvodi ako je njegova datoteka importirana, ali se sve njegove funk-
cije mogu pozivati i izvoditi.

Postavlja se pitanje kako to Python obavlja?




U programskom okruzju koje omogucuje izvodenje programa postoje "unutarnji” podatci u ko-
jima se biljeze sve aktivnosti programa tijekom izvodenja, kao i unutarnje funkcije koje uprav-
ljaju izvodenjem programa. Vazan dio tog programskog okruzja je i javljanje raznih pogresaka
koje se dogadaju tijekom izvodenija.

Medu tim unutarnjim podatcima nalazi se i jedna varijabla s nazivom name (unutarnje va-
rijable obicno pocinju i zavrsavaju dvjema uzastopnim podvlakama). U tu varijablu programsko

okruzje Pythona pohranjuje:
= string ' __main__ ' ako je datoteka 'ime datoteke' pokrenuta kao program naredbom
Run Modul iz padajuceg izbornika Run, odnosno
= string 'ime datoteke' ako je datoteka importirana.

U nasem programu mi mozZemo dohvatiti tu unutarnju varijablu  name |, ispitati njezinu
vrijednost te dozvoliti izvodenje glavnog programa samo ako je njezina vrijednost jednaka

maln

U nasem programu mi moZemo dohvatiti tu unutarnju varijablu  name , ispitati njezinu
vrijednost te dozvoliti izvodenje glavnog programa samo ako je njezina vrijednost jednaka

main :




To znaci da cemo umjesto:

main():
naredba 1
naredba 2

naredba k
main ()

sve naredbe napisati na sljededi nacin:

Iame = IMalr i

naredba 1
naredba 2

naredba k

Ovakvo pisanje glavnog programa omogucuje da svaki program u kojem su definirane neke
funkcije mozemo oblikovati kao modul koji cemo modci importirati u neke druge programe (ili
njegove funkcije pozivati u interaktivhom sucelju).

U nacelu je preporucljivo sve programe, bez obzira namjeravamo li njegove funkcije kasnije
rabiti u drugim programima, pripremiti u obliku modula. Zbog toga je razumljivo da se u pada-
jucéem izborniku Run naredba za pokretanje programa zove Run Module.




Zbog toga cemo odsad na dalje nase programe oblikovati na dva nacina:

= funkcijom main () ako smatramo da nam njegove funkcije nece biti potrebne, il

= naredbama glavnog programa napisanim iza ispitivanja uvjeta name ' main
ako smatramo da su njegove funkcije Sire upotrebljive.

Dobro je prilikom stvaranja modula na pocetku svake od funkcija unutar dokumentacijskog

stringa navesti osnovno djelovanje te funkcije.




Pﬂpremfmﬂ modul ;::m:.f ﬂﬂEWDJ’ﬂ prirodni koji Ce sadriavati funkcije dieliteliif(),
] [ prosti brojev U svaku ﬂd funkcija dodajmo dokumentacijski string. U
glavni dio programa cemao G"DG'EIIT I naredbe za provjeru djelovanja pojedinih funkcija.

#Modul: prirodni.py

Funkciqge

dijelitelji(n):
'""Funkeciqja wraca list
[]
ranga{l, n + 1):
n$sd== 0:
djel.append (d)
djel

vraca vrijednosti:
i broj prost

SEl0Zarn




prosti brojevi(n):
stu prostih brojeva manjih ili jednakih n

' *Funkeija vrada list

[1 f i range (2, n) prost(i)]

maln A

n = int({input('Upisi broj n

print('U intervalu [2, {}] su prosti: \n{}'.format(n, prosti brojevi(n)))

print('Djelitelji broja {] .format(n, djelitelji(n)))

Upisi broj n =

U intervalu [2, 50] su prosti:
E2% 3% 5 ¥R 3: Y B 23,
Djelitelji broja 50 su:

1, 2. 8. 10, 25, 50]

Napomenimo jos jednom da su ugradeni moduli Pythona uvijek dostupni i u interaktivhom su-
celju i u uredivackom prozoru. Medutim, nas modul koji smo pripremili na gore opisani nacin
interaktivno sucelje nece moci uvijek "naci". Importiranje u program ¢e biti moguce samo ako
su taj program i modul smjesteni u istu mapu. Isto tako, u interaktivno sucelje moci cemo mo-
dul importirati samo ako je prije toga bio izveden neki program iz te mape, jer je tako sucelje
"naucilo" prepoznati sve datoteke koje se nalaze u toj mapi.




Pogledajmo:

prirodni

Sve funkcije sad mozemo pozivati i u interaktivnom sucelju pri cemu ce se pojaviti Cak i doku-
mentacijski string koji opisuje djelovanje funkcije.

>>> prost(l7)

e
-

e PIDSt { g}'




Za svaki modul kﬂ][ importiramo u interaktivno sucelie s img me modula MoOZemo na-
redbom help (i »dula) ispisati opis modula i popis funkcija s njihovim dokumentacijskim
stringovima. Ea nas muu:lul prirodni taj ispis izgleda ovako:

33> t prirodni
>>> help(prirodni)
Help on module prirodni:

NAME
prirodni

DESCRIPTION
modul prirodni
sadrzl funkcije za operaclije s prirodnim brojevima

FUNCTIONS
djeliteldji (n)
Funkecija vraca listu svih djelitelja breja n

prost(n)
Funkecija vrada vrijednosti:
True ako je broj prost
False ako Ja bro] sloZen

prosti brojevi (n)
Funkcija vracda listu svih prostih brojeva od 2 do n

Iz ovog ispisa vidimo ime i opis modula te popis naziva svih funkcija s opisima koje smo napisali
u dokumentacijske stringove.,




Euklidski algoritam za pronalazenje
najveceg zajednickog djelitelja

U staroj Grckoj kao i u Egiptu postojala je potreba za odredivanjem povrsina zemljista | gradevi-
na. Povrsine su izracunavali na osnovi mjerenja dimenzija zemljista. 1z tog razloga cijela grana
matematike dobila je naziv geometrija (od grékog "mijerenje zemlje").

Grci su za mjerenje rabili uzad na kojima su u jednakim razmacima bili nacinjeni ¢vorovi. Osim
toga za geometrijske konstrukcije koristili su naprave slicne danasnjem ravnalu i Sestaru. Pode-
Senim i uévricenim kracima Sestara prenosili su duzine odredene duljine.

Oni su dosli na pomisao da se duljina moze mjeriti nekom drugom duzinom. Danas takvu du-
Zinu kojom mjerimo drugu duzinu obicno zovemo jedinicnim duzinom i kazemo da je njezina

duljina jednaka 1.

Postavlja se pitanje mozemo li naciniti mjeru dulju od jedinicne mjere kako bismo manjim bro-
jem pomicanja te nove mjere mogli izmjeriti zadanu duzinu. Primijenimo li znanja o prirodnim
brojevima mozemo zakljuciti da takve mjere moraju biti djelitelji mjerene duzine.

Dalje se postavlja pitanje mozemo li za dvije duzine naci mjeru (osim jedinicne) kojom ¢emo u
manje koraka moci izmjeriti obje duzine. 1 sada mozZemo zakljuﬁfiti_da je to zajednicki djelitelj
tih dviju duzina. Nas zanima najveci od tih zajednickih djelitelja.

Ovdje ¢emo uz naziv najveéi zajednicki djelitelj rabiti i
naziv najveca zajednicka mjera




Na slici su prikazane dvije duZine s duljinama a = 28 i b = &, Lako se moZemo uvjeriti da je

najveci zajednicki djelitelj D(28, 8) = 4. Prema tome, najveca zajednicka mjera tih duzina je
NZm 4, Prema tome, bit ce a 7T * nzmi b 2 * nzm.

Grci su znali i sljedeca svojstva najvece zajednicke mjere ili kako mi to danas zovemo najveceg
zajednickog djelitelja:

1) D(a, a)=a
2)D(a, b)=D{(a-b,b)akojea > b
3) Dfa, b) = D(b, a).




Oka 300. godine pr. Kr. matematicar Euklid zapisao je spoznaje grékih matematicéara i napisao
djelo Elementi koje je postavilo osnove tzv. euklidske geometrije. Po tom djelu se i algoritam
za odredivanje najvece zajednicke mjere odnosno najveceg zajednickog djelitelja naziva euklid-
skim algoritmom. Princip ovog algoritma je sljededi:

neka su zadana dva prirodna brojam i n

ako su brojevi jednaki, najveca zajednicka mjera jednaka je jednom od tih brojeva (bilo
kojem jer su brojevi jednaki)

ako brojevi nisu jednaki, najveca zajednicka mjera brojeva m i n jednaka je najvecoj za-
jednickoj mjeri razlike veceg | manjeg broja i manjeg broja
postupak se ponavlja dok se brojevi ne izjednace.

Napisimo funkciju koja ce se koristiti euklidskim algoritmom za izracunavanje najvece
zajednicke mjere dvaju prirodnih brojeva.

»>»> mjeral(Sg,




Djelovanje funkcije prikazano je sljedeom slikom:




Taj se postupak moze unaprijediti:

- visekratno oduzimanje moze se nadomjesiti dijeljenjem
pri Cemu nam je vazan samo ostatak djeljenja ;

- ostatak cjelobrojong djeljenja je uvijek manji od
djelitelja tako da nakon svakog djeljenja bez provjere
mozemo zamijeniti vrijednosti varijablia i b ;

- kada se vrijednosti a i b izjednace dobit ¢emo ostatak
jednak nuli i to moze biti uvjet za okoncanje postupka.

Uzmemo li sve to u obzir, funkcija za izracunavanje najvece zajednicke mjere, tj. najveceg za-

jednickog djelitelja postaje vrlo jednostavna:

Zbog naredbe (#1) petlja while se ponavlja se sve dok b ne postane jednak nuli. Naredbom
(#2) izracunava ostatak dijeljenja broja a djeliteljemn b. Znamo da je ostatak uvijek manji od
djelitelja tako prije zamjene vrijednosti varijabli naredbom (#3) ne moramo usporedivati broje-
ve z i b. Nakon te zamjene varijabla b sadrzi ostatak dijeljenja dok varijabla a sadrzi vrijednost
djelitelja. Prema tome, ako je ostatak jednak nuli tj. uvjet b != 0 viSe nije ispunjen, petlja

ce okoncati i funkcija ce vratiti najvecu zajednicku mjeru (najveci zajednicki djelitelj)
koja pise u varijabli a.




Djelovanje doradenog euklidskog postupka:




Napisimo funkciju koja ce racunati najmanji zajednicki visekratnik dvaju brojeva koristeci
se funkcijom nzm().

Znamo da najveci zajednicki visekratnik mozemo dobiti tako da umnozZak brojeva a i b
podijelimo s njihovim najvecim zajednickim djeliteljem (najvecom zajednickom mjerom)
i lako cemo napisati funkciju za njegovo izracunavanje:

nzvia, b):
a * b f/f nzdia, b)

Sada mozemo provjeriti djelovanje tih funkcija:

»>> ned(234, 378)

=>> NEv(234, 378)




Programski modul za operacije s prirodnim brojevima

U ovom smo poglavliju naudili kako se slozeniji problemi lakSe rjeSavaju ako ih razlozimo na
manje zadatke te kako se pripremaju programske funkcije za njihovo rjesavanje. Naucili smo da
se funkcije mogu oblikovati na vise nacina i da za riesavanje pojedinih problema treba odabrati
prikladan oblik funkcije.

U poglavlju smo se bavili prirodnim brojevima i razradivali funkcije za provodenje operacija s
prirodnim brojevima. Bilo bi korisno izmedu svih funkcija, koje smo pritom razradili, odabrati
one s najboljim svojstvima i smjestiti ih u jedan modul kako bismo ih kasnije mogli pronaci kada
nam zatrebaju.

Odabrane funkcije smjestit cemo u modul nazvan prirodni brojevi | mpremiti ga na uobicaje-
ni nacin. Za sve funkcue napusat cemao d{nkumentacusl{e Strmg{we I dﬂdat ¢emo u njegov dio iza
ispitivanja uvijeta me == main ' niz naredbi kojima se moze demonstrirati djelova-
nje pojedinih funkcija ako se modul pokrene kao glavni program. Znamo vec da se te naredbe
nece izvoditi kada modul bude importiran u neki drugi program ili u interaktivno sucelje.

lako smo vec ustanovili da je umjesto funkcije eratcsten () bolje koristiti se funkcijom pro-
sti brojevi() jer je ona mnogo bria, uvrstit cemo i nju iz povijesnih razloga u ovaj modul.

U modul su ukljucene i funkcije prosti faktori() i
zajednicki faktori () Kkoje ovdje nisu posebno

razmatrane.




#Modul s funkcijama za operacije prirodnim brojevima
#prirodni brojevi.py
]
Modul prirodni brojevl sadrzi funkcije

Ld QRPeELldll e 3 PILd rodnim brojevima

aratosten(n) ;

''"'"Funkcija odredudje listu prostih brojeva manjih 1li jednakih n

Njezino Je trajanje izvoden]a znatno dulje od izvodeanja funkcijea

p!'-:;.f:t1_i‘::'q_'.-ﬁn':"—.—"i [} Uklqjuéena je u ovaij modul zbog povijesnih

razloga ali i1 zbog mogucnosti usporedbe tih dvaju funkcija.

popis = [1i 1 in range(2, n + 1))
k=20
: popis[k] ** 2 <= n + 1l:
j range(2, n // popis[k] + 1):
t = popis[k] * J
t popis:
popis.remove (t)
k += 1
popis




prost(n):
'"Funkeija vraca vrijednosti:
True ako Jje broj

False ako je broj slozen

prosti brojevi(n):

'"Funkecija vraca listu preostih brojeva manjih ili
n+ 1) prost(i)]

[1 i in range(2,

djelitelji(n) :
'""Funkecija vraca listu svih dijelitelja brojs
djel = []
d range(l, n + 1):
n%d==
djel.append (d)
djel



prosti_faktori(m):
"'"Funkcija vraca listu prostih faktora broj
r=.1]
prosti = prosti_brojevi(n)
i=20
o> Lt

n % prosti[i] == 0:
r.append (prosti[i])
n //= prostil[i]

1+4=1
-~

zajedniéki faktori(mn, m):
Funkcija wvraca listu zajednickih prostih faktora brojeva m i n'
L= ]
prosti = prosti brojevi(min(m, n))
i=20
i < len(prosti):
- m % prosti[i] == ind n % prosti[i] ==
r.append (prosti[i])
m //= prosti[i]
n //= prostil[i]

i4+=1




nzd{m, nj:

""Funkcija vraca najvecl zajednickl djelitel] brojeva m 1

nevim, nj:

Funkcija wvracda najmanji zajednicéki wviZekratnik brojeva m i

nm*n // nzd{m, n)

Iiame = Malrl

m = int{input({'Upisi broj m = ')}
= int(input{'Upi&i borj n = '}))
print('U intervalu [2, {}] prosti brojewvi su: \n{}\n'\
.format(m, prosti brojevi(m)))
print('Djelitelji broja {} su:\n{}\n'.format(m, djelitelji(m)}))
print('Prosti faktori broja {} su:\n{}\n'.format(m, prosti faktori(m)))
print('Prosti faktori broja {} su:\n{}\n'.format(n, prcsti_faktnri{n]}}
print('Zajedniéki prosti faktori brojeva {} i {} su:\n{}\n'\
.format(m, n, zajednicki faktori(m, n)))
print('Najveci zajednicéki djelitelj brojeva {} i

.format(m, n, nzd{m, n)))

print('Najmanji zajednicki wvisekratnik brojeva

.format{m, n, nzv{m, m)))




Ako modul izvedemo kao glavni program, dobit cemo uz utipkavanje brojeva 234 i 378 sljededi
ispis:

Upisi broj m 234

Upi&i broj n = 378

U intervalu [2, 234] prosti brojevi su:

2y 3 D Ve 31X X3 AT A9, (23 29 31, 3T, A%; A3; 4Ty 535 BY 6L, 61 11
13, 19, 83, 8%; .97, 101, 1903, 107, 10%, 113, 127, 131, 137, 139, 149; 151, 157,
163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 195, 211, 223, 227, 229, 233]

Dielitelji broja 234 su:
[1, 2, 3, 6, 9, 13, 18, 26, 35, 78, 117, 234]

Prosti faktori broja 234 su:
[2, 3, 3, 13]

Prosti faktori broja 378 su:
[2, 3, 3, 3, 7]

Zajedniéki prosti faktori brojeva 234 i 378 su:
[2, 3, 3]

Najveci zajednicki djelitelj brojeva 234 i 378 jea:

Najmanji zajednicki wvisekratnik brojewva 234 i 378




Modul se moze importirati u interaktivno sucelje:

prirodni brojevi

i nakon toga pozivati njegove funkcije:

»>»>» djelitel]ji (4385)
(1, S, 877, 43E83]

»>»>» prostl faktori (462)
(2, 3, 7, 11]

»>> prosti faktori (330)
[:.r Ei.r E'.r ll]

=»>» nzd (462, 330)

g6

2310




